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Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo ¢ pedida aproximacao, apresente

sempre o valor exato.

Selecionam-se, ao acaso, trés das nove casas do tabuleiro. Nas casas

Considere um tabuleiro quadrado, dividido em 3x 3 casas quadradas iguais. ><><

escolhidas ¢ colocada uma cruz formada pelas diagonais dessa casa.

Qual ¢ a probabilidade de pelo menos duas das cruzes ficarem na mesma

linha ou na mesma coluna?

B ® ° © 2 ® >

A =
) 14 7 42

Na figura, estao representados, em referencial ortonormado xOy, a ya
circunferéncia trigonométrica e o retangulo [PQRS ] . B

Sabe-se que: Q NP

« ospontos 4, B ¢ C tém coordenadas (1,0), (0,1) e

Xv

(-1, 0), respetivamente; ol

e o ponto P move-se sobre o arco A4B;

e ospontos O, R e S acompanham o movimento do

ponto P de tal forma que os pontos Q e R tém sempre

abcissa igual a —1 e 0 eixo Ox ¢ sempre um eixo de

simetria do retangulo [ PORS].
Para cada posicao do ponto P, seja & a amplitude, em radianos, do angulo ACP (a € JO , %D .

2.1. Justifique que a amplitude, em radianos, do angulo AOP ¢ 2« .

2.2. Mostre que a area do retangulo [PQRS ] , em fung¢do de «, é dada por:
A(a)=2sin(2a)+sin(4a)

2.3. Determine o valor de o para o qual a area do retangulo [PQRS ] ¢ maxima.
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3. A temperatura no interior de um frigorifico € constante.

Uma garrafa de bebida com temperatura de 20 °C ¢ colocada nesse frigorifico. Ao fim de 15 minutos,
a temperatura da bebida é 18 °C.

Para determinados nimeros reais 4 ¢ k , a temperatura dessa bebida, ¢ minutos apo6s ter sido colocada
no frigorifico, pode ser modelada pela fungao T (t) =4+ 4e".

3.1. Mostreque A=16.
3.2. Mostre que, com arredondamento as milésimas, £ =-0,009 .
3.3. Naresolugdo das questdes que se seguem, considere 4=16 ¢ k =-0,009.

a) Quanto tempo tera de decorrer para que a temperatura da bebida seja inferiora 10 °C?

Apresente o resultado em horas e minutos com os minutos arredondados as unidades.

b)  Se abebida permanecer no frigorifico, com o decorrer do tempo, a sua temperatura
tendera para a temperatura a que se encontra o interior do frigorifico. Determine o

valor dessa temperatura.

) Verifique que T’(t) = 0,009[T(t) —4] em que 7' ¢é a fungdo derivadade T .

d) Determine T '(60). Apresente o resultado arredondado as décimas e interprete-o no

contexto da situagdo apresentada.

4. Na figura, esta representada parte do grafico da funcdo f de ya

dominio R*, definida por f(x)=6In [g} ~1.

=Y

Esta igualmente representada a reta » , tangente ao grafico de f no

ponto de abcissa a e definida, para determinado nimero real b, pela

equacdo y=3x+b.

Em qual das seguintes op¢des se encontram os valoresde a ¢ b ?
(A) a=2e;b=-1 B) a=2;b=-1

(C) a=2;b=-7 (D) a=2¢;b=-7

. 20
5. Escolhe-se, ao acaso, um dos termos do desenvolvimento de (1 + x) .

Qual ¢ a probabilidade de o coeficiente desse termo ser maior do que 200?

7 5

A (B) 7

6
© - @) 3 0
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6.  Considere a fungdo f , de dominio | 1, +oo[, definida por f(x)=In(x-1).
6.1. O valor de lim C(x) é.
x=2 x _4
1
A) 0 B) 1 ) - D) —
A) B) © : D) 2
6.2. Seja (x,) uma sucessdo tal que lim f'(x,)=—o.
Qual das seguintes expressdes pode ser o termo geral da sucessdo (x, )?
@w = e " © ot @ e
n n n
7. Para um certo numero real £ ndo nulo, a fungdo f', de dominio R, ¢ definida por
l—cosx—2x
— sex<0
fx)=y ke
x—-2-xe” sex>0
7.1. Determine o valor de %, sabendo que a fungdo f ¢ continua.
7.2. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintota quando x — +o©
8.  Deuma fungdo /', de dominio R, sabe-se que a sua derivada ¢ dada por f”(x)=x+ ln(x2 + 1) )
Qual das seguintes afirmagoes ¢ verdadeira?
(A) A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa nula € paralela a bissetriz dos
quadrantes impares.
(B) O ponto do grafico de f com abcissa —1 ¢ um ponto de inflexdo.
(C) O graficode f nao tem pontos de inflexao.
® f'(0)>f"(0)
FIM
Cotacdes:
Item

Cotagdo (em pontos)
1. [2.1.(2.2.|2.3.|3.1.|3.2.|3.3.a) |3.3.b).| 3.3.¢c) [3.3.d)| 4. | 5. |6.1.|6.2.|7.1| 7.2. | 8.
IS{15(10|15| 15 15 15 15 8 | 8 | 8| 8 |15] 15| 8 | 200
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Anexo

Formulario

Geometria Regras de derivagao

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um sector circular:

R
% (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r— raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4772 (r — raio)

Volume de uma piramide: L« drea da base x Altura

3

Volume de um cone: L x Area da base x Altura

3

Volume de uma esfera: %71"‘3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u, ):

ST U+ u
Progressio aritmética: % Xn

N L 1=
Progressao geométrica: u; X —

Trigonometria
sen (a+ b) = sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos

(,oe’")" _ () emﬁ

n/ 0 _nf ,‘”_‘,fﬁ i

Voel ="pe (ke{0,....n—1} e neN)
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(u+v)Y=u +v
(uvy=u'v+uv

‘)'_ uv—uv
_—;—

v2
—

U (neR)

(senu) = u' cosu

(un)’ = nu"

(cosu) =—u' senu

(tgu) = -
cos?u

(eu)'zu' o

(@)=u a“Ina (acR*\{1})
u
u

(loguy=—4— (acR*\{1})

(Inu) =

Limites notaveis

lim(1 +%) —e (neN)

lim 520X — |
x-0 X

nm%:l

x-0
lim 10X — ¢
x—-+00 X

lim e—:=+oc- (peR)

x—+oo X
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1.

)

Proposta de resolucio

Numero de casos possiveis: "C, =84

Numero de casos favoraveis:

O ntimero de maneiras de colocar as trés cruzes de forma a nao ficarem duas cruzes na mesma
linha nem na mesma coluna ¢ dado por:
3x2x1=6
‘ »Numero de maneiras de escolher a casa na 3.? linha
Numero de maneiras de escolher a casa na 2. linha
>Numero de maneiras de escolher a casa na 1.* linha

O numero de casos favoraveis ¢ dado por 84 —6=78.

A probabilidade pedida é:

78 13 . L. 6 1 13
=—=— ou, pelo acontecimento contrario P=1-—=1-—=

T84 14 84 14 14
Resposta (A)

2.1.

2.2.

2.3.
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O angulo ACP ¢ um angulo inscrito na circunferéncia. Como a amplitude de um angulo
inscrito numa circunferéncia ¢ igual a metade da amplitude do angulo ao centro
correspondente, temos que a amplitude do angulo ACP ¢ igual a metade da amplitude do

angulo AOP . Logo, se a amplitude do angulo ACP ¢ « , a amplitude do angulo AOP ¢ 2« .
Seja M o ponto médio de [PS] (M pertence ao eixo Ox).
OP-0C-1 "

m:sin(2a); chos(2a) B

ﬁ=2W=2sin(2a) Q

ﬁz%+@=l+cos(2a) C @ ‘\Za

Area[PQRS] = R_S XP_S

A(a)=(1+cos(2a))x2sin(2a) = R S
=2sin(2a)+2sin(2a)cos(2a) =
=2sin(2a)+sin(2x2a) =
=2sin(2a) +sin(4a)
A'(a) :[ZSin(Za)+ sin(4a)]' =
=2(2a) cos(2a)+(4a) cos(4a)=
=2x2cos(2a)+4cos(4a)=

=4cos(2a)+4cos(4a)
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A'(a)=0<4cos(2a)+4cos(4a)=0<
< cos(4a)=—cos(2a) =
< cos(4a)=cos(n—2a) =
Sda=n-2a+2knvida=-n+20+2kn, ke <
Sba=n+2knv2a=—-n+2kn, kel <

<:>a=£+ﬁva=—£+kn,keZ
6 3 2

Como ae}O,%},vem: A’(a)zO@az%

. n n

6 4
A’ + 0 - -
A e Max. AN 2

A area do retangulo [PQRS ] ¢ maxima para a = % .

3. T(1)=4+4e"
31. T(0)=20=4+4e""=204+4e" =20
©4+4=20=4=16

3.2. T(r)=4+16¢"

T(15)=18<4+16c"" =18 = 167 =14 &

<:>e15k=E<:>15k=1n 7 kziln 7
16 8 15 8

kziln 7 ~—-0,009
15 8

3.3. T(t):4+16e—0,009t
a) T(t)<10@4+16670’009t<10<:>16670,009t<6<:>

In(0,375)

e < 6 < —0,009¢ < In 3 ot>
16 8 -0,009

In(0,375)

min ~ 108,98 min ~109 min =1 h 49 min
—0,009
A temperatura da bebida ¢ inferior a 10 °C decorridos cerca de 1 h 49 min.
b)  lim 7 (¢)=lim (4+16e"" )=4+16x0=4 e =0

t—>+0 t—>+0

A temperatura no interior do frigorifico ¢ igual a 4 °C.

e 7
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¢ T'(1)=(4+16¢"") =0+16x(-0,009) ¢ " =
=-0,009x16e " = | T(1)-4=4+16e """ —4=16e"""
=-0,009%[T(¢)—4]

d) T'(60)=-0,009x16¢ """ ~-0,1
A temperatura da bebida, uma hora apds ter sido colocada no frigorifico, diminui a uma
taxa de cerca de 0,1 °C/min .

A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a tem declive igual a 3. Logo, f '(a) =3.

!

1

X
e (x L(zj 2.6
f(x)_|:6ln[5j_li| —6XT+0—6X:_;

2

f’(a)=3<:>é=3<:>a=2
a

O ponto de tangéncia tem abcissa 2 e ordenada £ (2).

Comof(?_) =6In [%j —1=6In1-1=6x0—-1=-1, o ponto de tangéncia tem coordenadas (2, —1).

Dado que este ponto também pertence a reta » de equacdo y =3x+b, vem:
—-1=3x2+bsb=-1-6b=-7
Portanto, a=2 ¢ b=-7.
Resposta: (C)

0 & 20 20— & 20
(1+x) =Z C,x1 P x x? =Z Cpx”

p=0 =0

Os coeficientes dos termos do desenvolvimento de (1 + x)20 sdo os elementos da linha do

trisngulo de Pascal da forma da forma *’C e

Numero de casos possiveis:

A linha do Triangulo de Pascal formada pelos nimeros da forma *°C , tem 21 elementos.

Portanto, o nimero de casos possiveis ¢ 21.
Numero de casos favoraveis:
Os trés primeiros elementos desta linha sdo *’C, =1, *C, =20 ¢ *C, =190.
Os ultimos trés elementos da linha sdo iguais aos trés primeiros.
Estes seis elementos sdo os unicos inferiores a 200.
O nuimero de casos favoraveis ¢, assim, igual a 21-6=15

A probabilidade pedida ¢é: ; =§

Resposta: (B)
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6. f(x)zln(x—l)

6.1. lim = lim =
x~>2x2_ x—2 xz_ x~>2(x_2)(x+2)
) 1 ) ln(x—l)
=lim x lim = y=lh(x-l)oe =x-1<
x2 x4+ 2 =2 x—2
Sx=e'+1
- lim—2 = Sex—2,y—0
4 »0er+1-2
1 1 1 1 1
= — - =—X—-—=—
4 . e'-1 4 1 4
lim
y—0 y

Resposta: (D)

6.2. lim f(x)=limIn(x—1)=—0 porquese x >1", x—1—-0"

x—1* x—1"

. | 1
Tem-se que lim nre llm(l + —J =1"
n n

+1 .
Portanto, se x, =n—, lim £ (x, ) =—o0
n

Resposta: (B)

7.1. Se f écontinuaem R entdo f ¢écontinuaem x=0.
f écontinua em x =0 se existir lim f(x).
x—0

0

1—cosx—2x(6)1 . (1—cosx ZxJ
2 = = — lim

li =1
lim f (x) = lim ——— Fam|

1 (lim l—cosx_zj:lhm (1—cosx)(1+cosx) 2

k\x0  x k x>0 x(1+cosx) k
1. l-cos’x . 1 2 1, sinx 1 2
=—lim x lim ——=—1lim X—— ===
k x>0 X -0 1+cosx k k0 x 1+1 %
1. sinx . . 1 2 1 1 2 2
=—lim xlimsinxx———=—xIx0x———=—-=
kx>0 x  xo0 2 k k 2k k

lim £ (x)=lim (x—2-xe™)=0-2-0x0xe’ =-2= £ (0)

x—0" x—=0"

lim f(x) = lim f (x) = (0):
k#0

—g=—2<:>k=1

k

Logo, se a fungcdo f ¢ continua, entdo k=1.

e
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7.2. Seja y=mx+b aassintota ao graficode f em +oo, caso exista.

oc—ooxoj

mzhmMZ 'mﬂ Z

xo>+o  x X—>+00

=1—lim%—lime’x=1—0—0=1 e”=0

X400y X+

b=lim [ f(x)-mx]=lim (x-2-xe "~ x)=

X—>+0 X—>+00

(ooxO)

=—2—lim(xe’x) = —2—limiX=
X—>+00 x>+ &
1 1
=—/— x=_ ——:—2—0:—2
. e +00
lim —
X—>+00 X

Logo, a reta de equacdo y =x—2 ¢éuma assintota ao graficode f, quando x — +o.

8. f'(x)=x+ln(x2+1)
e f(0)=0+In(0"+1)=0+In1=0+0=0
A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa nula tem declive igual a 0.
Uma reta paralela a bissetriz dos quadrantes impares ( y= x) tem declive igual a 1.

Logo, (A) ¢ falsa.

. f"(x)z[x—i—ln(xzﬂ)],:l—i—

X +1 X’ +1

X +142x  (x+1)
X +1 x+1

f"(=1)=0 e f"(x)>0 paratodo x e R\{-1}
Portanto, o grafico de f ndo tem pontos de inflexdo e /" (0)> f'(0).

Resposta: (C)
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